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Анотацiї

Шеховцова Єлизавета Олегiвна. Керованiсть деякого класу

майже трикутних систем. У роботi ми розширимо клас трикутних си-

стем, розглянувши системи, якi майже вiдображаються на лiнiйнi системи.

Також розширимо пiдхiд, заснований на лiнеаризацiї трикутних систем Ко-

робовим В. I., на новi класи нелiнiйних систем керування, якi є майже лiне-

аризованими. Це означає, що при замiнi змiнних i керування всi рiвняння

вихiдної нелiнiйної системи, крiм одного, приводяться до лiнiйної системи.

Ключовi слова: нелiнiйнi керованi системи, майже трикутнi системи,

трикутнi системи, лiнеаризацiя.

Shekhovtsova Yelyzaveta. Controllability of a certain class of al-

most triangular systems. In this study, we extend the class of triangular

systems by considering systems that are almost linearizable. We also gener-

alize the approach based on the linearization of triangular systems, originally

proposed by V. I. Korobov, to new classes of nonlinear control systems that

are almost linearizable. This means that, under the specific change of vari-

ables and control, all but one of the equations of the original nonlinear system

can be transformed into a linear form.

Keywords: nonlinear control systems, almost triangular control systems,

triangular systems,linearization.
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Вступ

Проблеми лiнеаризацiї нелiнiйних систем керування привертають до се-

бе велику увагу протягом кiлькох десятилiть. Якщо для нелiнiйної керова-

ної системи вдається здiйснити перетворення змiнних i керування так, щоб

вона набула лiнiйного вигляду, то задача керованостi цiєї системи може бу-

ти вирiшена за допомогою класичних пiдходiв лiнiйної теорiї керування.

У 1973 роцi Коробов В.I. у своїй роботi [1] ввiв новий клас нелiнiйних си-

стем, так званi трикутнi системи, що повнiстю вiдображаються на лiнiйнi.

Трикутнi системи за означенням мають вигляд

�̇�1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2)

�̇�2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

. . .

�̇�𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R1

У цiй статтi [1] наведено конструктивне доведення методу лiнеаризацiї три-

кутних систем. Зазначається, що, зробивши певну замiну змiнних, такi си-

стеми можна звести до наступного лiнiйного вигляду

�̇�𝑘 = 𝑧𝑘+1, 𝑘 = 1, 𝑛− 1

�̇�𝑛 = 𝑣

де 𝑧 = 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶2(R𝑛), 𝑣 = 𝑔(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(R𝑛+1). Такий метод дозволяє для

початкової i концевої точок (𝑥0 та 𝑥1 вiдповiдно) та заданого часу 𝑇 знайти
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керування 𝑢(𝑡) i вiдповiдну траєкторiю 𝑥(𝑡) початкової системи так, щоб

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝑇 ) = 𝑥1.

Питання зведення нелiнiйних систем до лiнiйного вигляду також було до-

слiджено у статтях [2], [3] [4], [5].

У 2021 роцi Коробов В.I. розширив клас цих трикутних систем, ввiвши

поняття майже трикутних систем, яке вказано у статтi [6].

Означення 0.1. Пiд майже трикутною системою будемо вважати си-

стему вигляду

�̇�1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

�̇�2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

. . . (0.1)

�̇�𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢)

де функцiї 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖+1) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 мають неперервнi частковi похi-

днi до порядку 𝑛− 𝑖+ 1 включно.

Також припускаємо, що

|𝜕𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖+1)

𝜕𝑥𝑖+1
| ≥ 𝑎 > 0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖+1 ∈ R, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛

Для зручностi будемо позначати 𝑢(𝑡) через 𝑥𝑛+1(𝑡).

Також у 2024 вийшла стаття [7], у якiй Коробов В.I., Скляр К.В та Iгнато-

вич С.Ю. запропонували ширший клас майже трикутних систем, до якого

застосовують метод iз статтi [6].
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У даному дослiдженнi буде розглянуто новий клас майже трикутних си-

стем, для яких можна явно побудувати керування, що переводить систему

з однiєї заданої точки в iншу. Для систем цього класу буде застосовано

алгоритм лiнеаризацiї, наведений у статтi [6], для знаходження керування

i траєкторiй. В кiнцi наведемо конкретний приклад для того, щоб проде-

монструвати конструктивнiсть нашого пiдходу.



Роздiл 1

Керованiсть майже трикутних

систем

1.1. Постановка задачi

Видiлимо такий клас майже трикутних систем, де 𝑥1 є тiльки у правiй

частинi першого рiвняння, а решта рiвнянь не залежить вiд 𝑥1. Розглянемо

𝑛-вимiрну систему виду

�̇�1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛) + 𝑢1

�̇�2 = 𝑓2(𝑥2, 𝑥3)

�̇�3 = 𝑓3(𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

. . . (1.1)

�̇�𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢1 ∈ R1, 𝑢1 ∈ R1, 𝑓𝑛(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2) ∈ 𝐶1, 𝑓𝑛−1(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛) ∈

𝐶2, . . . , 𝑓2(𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐶𝑛−2, 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐶1.

Також маємо умову на частковi похiднi

|𝜕𝑓𝑖(𝑥2, . . . , 𝑥𝑖+1)

𝜕𝑥𝑖+1
| ≥ 𝑎 > 0, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖+1 ∈ R, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛

Бачимо, що перше рiвняння мiстить керування 𝑢1(𝑡), яке входить до цього

рiвняння лiнiйно. Крiм цього, останнє рiвняння такої системи залежить ще

вiд одного керування, а саме вiд 𝑢2(𝑡).
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Наша задача полягає в тому, щоб побудувати керування 𝑢1(𝑡) та 𝑢2(𝑡), що

переводять задану систему з початкової точки 𝑥0 у початок координат 𝑥1

за час 𝑇 . Для цього детально розглянемо метод лiнеаризацiї майже трику-

тних систем виду (0.1), наведений Коробовим В.I. у статтi [6], та застосуємо

його до нового класу майже трикутних систем.

1.2. Алгоритм побудови керування для майже три-

кутних систем

Розглянемо майже трикутну систему (0.1). Необхiдно побудувати керу-

вання 𝑢(𝑡) , яке переводить задану точку 𝑥0 в задану точку 𝑥1 в силу цiєї

системи, та траєкторiю 𝑥 = 𝑥(𝑡) системи (0.1). Для цього будемо викори-

стовувати метод, що наведений Коробовим В.I. у статтi [6]. Як зазначено

у статтi [6], спершу потрiбно знайти замiну змiнних та керування, яке буде

вiдображати систему (0.1) без першого рiвняння у лiнiйну систему. Така

замiна змiнних має вигляд

𝑧1 = 𝑥1 = 𝐹1(𝑥1),

𝑧2 = 𝑥2 = 𝐹2(𝑥1, 𝑥2),

𝑧3 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≡ 𝐹3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (1.2)

𝑧𝑘 =
𝜕𝐹𝑘−1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)

𝜕𝑥1
𝑓1(𝑥1, 𝑥1, 𝑥3)+

+
𝑘−1∑︁
𝑖=2

𝜕𝐹𝑘−1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖+1) ≡ 𝐹𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)

При цьому керування буде мати вигляд

𝑥𝑛+1 =
𝜕𝐹𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥1
𝑓1(𝑥1, 𝑥1, 𝑥3) +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝜕𝐹𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑖+1
𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖+1) ≡
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≡ 𝐹𝑛+1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) (1.3)

Згiдно з нашим припущенням 𝐹𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) має неперервнi частковi похi-

днi до 𝑛− 𝑘 + 2 порядку.

Покажемо, що система (1.2),(1.3) має єдиний розв’язок вiдносно змiнних

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+1 та покажемо, що 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+1 можуть бути вираженi че-

рез 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛+1.

Очевидно, що з перших двох рiвнянь маємо

𝑥1 = 𝑧1, 𝑥2 = 𝑧2

Далi 𝑥3 можемо знайти з третього рiвняння системи (1.2)

𝑧3 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

За вищезазначеним припущенням |𝜕𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝜕𝑥3

| ≥ 𝑎 > 0. Це означає, що

функцiя 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) монотонна вiдносно змiнної 𝑥3. Крiм цього, при фi-

ксованих 𝑥1 та 𝑥2 функцiя 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) iн’єктивна i переводить (−∞,+∞)

в (−∞,+∞). З цього випливає, що 𝑥3 виражається єдиним чином через

змiннi 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 з третього рiвняння системи (1.2).

Нехай 𝑥3 має вигляд 𝑥3 = 𝐻3(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3). Також вважаємо, що функцiя

𝐻3(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) неперервно диференцiйовна по всiх аргументах. Далi покаже-

мо, що решта змiнних може бути виражена аналогiчним чином. Для цього

застосуємо метод математичної iндукцiї.
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Припустимо, що вiдомо представлення перших 𝑘 − 1 змiнних (𝑘 ≥ 4)

𝑥3 = 𝐻3(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3),

. . .

𝑥𝑘−1 = 𝐻𝑘−1(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑘−1)

Покажемо, що

𝑥𝑘 = 𝐻𝑘(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑘). (1.4)

Оскiльки 𝑘 ≥ 4, то

𝐹𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =
𝜕𝐹𝑘−1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)

𝜕𝑥1
𝑓1(𝑥1, 𝑥1, 𝑥3)+

+
𝑘−1∑︁
𝑖=2

𝜕𝐹𝑘−1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖+1)+

+
𝜕𝐹𝑘−1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘−1)

𝜕𝑥𝑘−1
𝑓𝑘−1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘)

Бачимо, що тiльки останнiй доданок мiстить 𝑥𝑘. Тодi маємо вираз для час-

ткової похiдної

𝜕𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘)

𝜕𝑥𝑘
=

𝜕𝐹𝑘−1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘−1)

𝜕𝑥𝑘−1

𝜕𝑓𝑘−1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘)

𝜕𝑥𝑘

За iндукцiєю отримуємо

𝜕𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘)

𝜕𝑥𝑘
=

𝜕𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝜕𝑥3

𝜕𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

𝜕𝑥4
. . .

𝜕𝑓𝑘−1(𝑥1, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)

𝜕𝑥𝑘
(1.5)

Оцiнимо модуль цiєї похiдної

|𝜕𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘)

𝜕𝑥𝑘
| ≥ 𝑎𝑘−2 > 0
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Тут функцiя 𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) монотонна вiдносно 𝑥𝑘 та при фiксовних

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘−1 ця функцiя iн’єктивна i переводить (−∞,+∞) в (−∞,+∞).

Отже, 𝑥𝑘 виражається єдиним чином i має вигляд

𝑥𝑘 = 𝐻𝑘(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑘)

При цьому функцiя 𝐻𝑘(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑘) неперервно диференцiйовна по всiх

аргументах.

Врештi-решт, отримуємо систему

𝑥1 = 𝑧1,

𝑥2 = 𝑧2,

𝑥𝑘 = 𝐻𝑘(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑘), 𝑘 = 3, 𝑛

Як було зазначено вище 𝑥 = 𝑥(𝑡) - траєкторiя системи (0.1) з керуванням

𝑥𝑛+1(𝑡) = 𝑢(𝑡). З (1.2) та (1.3) випливає, що

𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝑘(𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑘(𝑡)) = 𝐹𝑘+1(𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑘+1(𝑡)), 𝑘 = 2, 𝑛

Переписавши систему (1.2) через змiннi 𝑥1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛 та з керуванням 𝑧𝑛+1,

отримаємо, що усi рiвняння, окрiм першого, є лiнiйними. Тобто система

(1.2) матиме вигляд

𝑥1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑧2, 𝐻3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)),

𝑧𝑖 = 𝑧𝑖+1, 𝑖 = 2, 𝑛 (1.6)
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Тепер перейдемо до побудови керування та траєкторiї. Побудуємо керува-

ння 𝑧𝑛+1, що переводить точку

𝑧0 = (𝑧02, 𝑧
0
3, . . . , 𝑧

0
𝑛) = (𝑥02, 𝐹3(𝑥

0
1, 𝑥

0
2, 𝑥

0
3), . . . , 𝐹𝑛(𝑥

0
1, 𝑥

0
2, . . . , 𝑥

0
𝑛))

у точку

𝑧1 = (𝑧12, 𝑧
1
3, . . . , 𝑧

1
𝑛) = (𝑥12, 𝐹3(𝑥

1
1, 𝑥

1
2, 𝑥

1
3), . . . , 𝐹𝑛(𝑥

1
1, 𝑥

1
2, . . . , 𝑥

1
𝑛))

за час 𝑇 > 0. Керування будемо шукати у виглядi

𝑧𝑛+1 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝜑𝑖(𝑡), (1.7)

де 𝜑𝑖(𝑡) - лiнiйно незалежнi функцiї. Нехай в ролi цих незалежних фун-

кцiй будуть виступати полiноми, тобто 𝜑𝑖(𝑡) = 𝑡𝑖, i, таким чином, шукане

керування матиме вигляд

𝑧𝑛+1 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑡
𝑖. (1.8)

Пiдставимо це керування у систему (1.6). Маємо

𝑧𝑛−𝑘(𝑡) =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑧0𝑛−𝑘+𝑖

𝑡𝑖

𝑖!
+

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑡
𝑖+𝑘+1

(𝑖+ 1) . . . (𝑖+ 𝑘 + 1)
, 𝑘 = 0, 𝑛− 2 (1.9)

Зауважимо, що при 𝑡 = 𝑇 𝑧𝑛−𝑘(𝑇 ) = 𝑧1𝑛−𝑘. Перепишемо рiвняння (1.9),

пiдставляючи 𝑡 = 𝑇 , таким чином

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑇
𝑖+𝑘+1

(𝑖+ 1) . . . (𝑖+ 𝑘 + 1)
= 𝐹𝑛−𝑘(𝑥

1
1, . . . , 𝑥

1
𝑛−𝑘)− (1.10)

−
𝑘∑︁

𝑖=0

𝐹𝑛−𝑘+𝑖(𝑥
0
1, . . . , 𝑥

0
𝑛−𝑘+𝑖)

𝑇 𝑖

𝑖!
− 𝑎0

𝑇 𝑘+1

(𝑘 + 1)!
, 𝑘 = 0, 𝑛− 2
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Нехай параметр 𝑎0 фiксовний. Тодi система (1.10) має 𝑛− 1 рiвняння вiд-

носно 𝑛−1 змiнних, а саме 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1. Подивимось на визначник системи

(1.10). Маємо

Δ = (−1)
(𝑛−2)(𝑛−1)

2 × 𝑇 𝑛(𝑛−1) × 1

𝑛
× (1! 2! . . . (𝑛− 2)!)2

(𝑛+ 1)! . . . (2𝑛− 2)!

Бачимо, що матриця системи не є виродженою. Робимо висновок, що коефi-

цiєнти 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1 полiнома 𝑧𝑛+1 визначаються з системи (1.10) як лiнiйнi

функцiї, що залежать вiд параметра 𝑎0.

Тепер пiдставимо коефiцiєнти 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1 у (1.9) та (1.10). Отримуємо сiм’ю

керувань 𝑧𝑛+1(𝑡, 𝑎0) i сiм’ю траєкторiй (𝑧2(𝑡, 𝑎0), . . . , 𝑧𝑛(𝑡, 𝑎0)) для системи

(1.6). Тут кожна траєкторiя з цiєї сiм’ї з’єднує точки 𝑧0 та 𝑧1 за час 𝑇 .



Роздiл 2

Керованiсть деякого класу майже

трикутних систем

2.1. Застосування алгоритму до нового класу майже

трикутних систем

Перейдемо до застосування вищезазначеного алгоритму до нашого кла-

су систем вигляду (1.1). Для зручностi наведемо цей алгоритм для триви-

мiрної системи, тобто для системи вигляду

�̇�1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + 𝑢1

�̇�2 = 𝑓2(𝑥2, 𝑥3) (2.1)

�̇�3 = 𝑓3(𝑥2, 𝑥3, 𝑢2)

де 𝑥 ∈ R3, 𝑢1 ∈ R1, 𝑢2 ∈ R1. Нехай виконуються вказанi вище умови для

часткових похiдних 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 3).

Зауважимо, що такий пiдхiд можна використовувати для узагальненого

випадку системи, тобто для системи 𝑛-порядку.

Наша задача полягає у тому, щоб побудувати керування 𝑢1(𝑡) та 𝑢2(𝑡), якi

переводять систему з точки 𝑥0 = (𝑥01, 𝑥
0
2, 𝑥

0
3) = (1, 1, 1) у початок коорди-

нат. При цьому маємо допомiжну умову: ми потрапляємо у точку 𝑥1 =

(𝑥12, 𝑥
1
3) = (0, 0) по координатах 𝑥2 та 𝑥3 за час 𝑇 = 1 в силу системи (2.1).

Спершу робимо замiну змiнних, спираючись на (1.2)

𝑧1 = 𝑥1 = 𝐹1(𝑥1)

14
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𝑧2 = 𝑥2 = 𝐹2(𝑥2)

𝑧3 = 𝑓2(𝑥2, 𝑥3) = 𝐹3(𝑥2, 𝑥3)

𝑧4 =
𝜕𝐹3

𝜕𝑥1
𝑓1 +

𝜕𝐹3

𝜕𝑥2
𝑓2 +

𝜕𝐹3

𝜕𝑥3
𝑓3 =

𝜕𝐹3

𝜕𝑥2
𝑓2 +

𝜕𝐹3

𝜕𝑥3
𝑓3 ≡ 𝐹4(𝑥2, 𝑥3, 𝑢2)

Тодi отримуємо

𝑥2 = 𝑧2, 𝑥3 = 𝐻3(𝑧2, 𝑧3) (2.2)

та 𝑧0 = (𝑥01, 𝐹2(𝑥
0
2), 𝐹3(𝑥

0
2, 𝑥

0
3)), 𝑧

1 = (𝑥11, 𝐹2(, 𝑥
1
2), 𝐹3(𝑥

1
2, 𝑥

1
3)).

Таким чином, ми зробили перехiд до двовимiрної системи. Будемо шукати

𝑧4(𝑡) у виглядi полiному 1-ого степеня 𝑧4(𝑡) = 𝑎0+𝑎1𝑡. Знайдемо коефiцiєнти

цього полiнома, спираючись на (1.10). Маємо

𝑎1
2

= 𝐹3(𝑥
1
2, 𝑥

1
3)− 𝐹3(𝑥

0
2, 𝑥

0
3)− 𝑎0,

𝑎1
6

= 𝐹2(𝑥
1
2)− 𝐹2(𝑥

0
2)− 𝐹3(𝑥

0
2, 𝑥

0
3)−

𝑎0
2

Далi пiдставляємо у рiвняння для керування 𝑧4(𝑡) отриманi вирази для 𝑎0

та 𝑎1. Iз (1.6) випливає, що, проiнтегрувавши рiвняння 𝑧4(𝑡) один раз, отри-

маємо рiвняння для 𝑧3(𝑡), а проiнтегрувавши двiчi рiвняння 𝑧4(𝑡), отрима-

ємо рiвняння для 𝑧2(𝑡). Пiдставивши отриманi вирази у (2.2), отримаємо

рiвняння для 𝑥2(𝑡) та для 𝑥3(𝑡).

Пiдставляємо отриманi рiвняння для 𝑧2(𝑡) та 𝑧3(𝑡) у перше рiвняння заданої

системи, тобто у 𝑥1. Маємо диференцiальне рiвняння

𝑥1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑧2(𝑡), 𝐻3(𝑥1, 𝑧2(𝑡), 𝑧3(𝑡))) + 𝑢1

Отримали, що 𝑥2(1) = 0, 𝑥3(1) = 0.

Нам необхiдно потрапити у нуль по всiх координатах. Спершу потрiбно,

щоб при 𝑡 > 1 координати 𝑥2(𝑡) та 𝑥3(𝑡) далi залишались нульовими. Це
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дозволить нам звести задачу до одновимiрної задачi для 𝑥1. Для цього не-

обхiдно обрати 𝑢2 для 𝑡 > 1 спецiальним чином, тобто таке керування 𝑢2,

яке буде гарантувати незмiннiсть нульового стану пiдсистеми (𝑥2, 𝑥3). Тоб-

то має виконуватись

𝑓3(0, 0, 𝑢2) = 0

Пiсля цього за пiдiбраного 𝑢2 i при 𝑥3(𝑡) = 0, 𝑡 > 1 має виконуватись

𝑓2(0, 0) = 0

Таким чином, система залишається в нульовому станi на iнтервалi 𝑡 > 1 i

бiльше не потребує активного керування у цих координатах. Перейдемо до

першого рiвняння вихiдної системи (2.1). Для 𝑡 > 1 вже маємо 𝑥2(𝑡) ≡ 0,

𝑥3(𝑡) ≡ 0. Пiдставляємо цi значення у це рiвняння:

𝑥1 = 𝑓1(𝑥1, 0, 0) + 𝑢1

Це рiвняння вже залежить лише вiд 𝑥1 та 𝑢1 i є звичайним диференцiаль-

ним рiвнянням першого порядку.

Тепер наше завдання - побудувати функцiю керування 𝑢1 так, аби 𝑥1(𝑡) ≡

0 для 𝑡 > 1 за скiнченний час. Один iз варiантiв це покласти

𝑢1(𝑡) = −𝑓1(𝑥1, 0, 0) + 𝑣(𝑡),

де 𝑣(𝑡) - нове допомiжне керування.

тобто отримаємо

𝑥1 = 𝑣(𝑡)

I далi залишається обрати 𝑣(𝑡) таким чином, щоб задовiльнялась умова

попадання у початок координат по 𝑥1.
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Таким чином, описаний алгоритм забезпечує ефективну побудову керува-

ння для нелiнiйної системи майже трикутного вигляду, що дозволяє гаран-

товано переводити систему в початок координат за скiнченний час.

2.2. Приклад

Приклад 2.1. Маємо наступну систему

𝑥1 = 𝑥1 − 𝑥32 + 𝑥33 + 𝑢1,

𝑥2 = −4𝑥32 + 𝑥3, (2.3)

𝑥3 = 𝑢2

Необхiдно потрапити у початок координат за якийсь скiнченний час. При

цьому маємо початкову i допомiжну умови: 𝑥0 = (1, 1, 1), (𝑥12, 𝑥
1
3) = (0, 0),

𝑇 = 1.

Робимо замiну змiнних спираючись на метод, наведений вище.

𝑧1 = 𝑥1 ≡ 𝐹1(𝑥1),

𝑧2 = 𝑥2 ≡ 𝐹2(𝑥1, 𝑥2),

𝑧3 = 𝑓2(𝑥2, 𝑥3) = −4𝑥32 + 𝑥3 ≡ 𝐹3(𝑥2, 𝑥3), (2.4)

𝑧4 =
𝜕𝐹3

𝜕𝑥1
𝑓1 +

𝜕𝐹3

𝜕𝑥2
𝑓2 +

𝜕𝐹3

𝜕𝑥3
𝑓3 = −12𝑥22(−4𝑥32 + 𝑥3) + 𝑢2 ≡ 𝐹4(𝑥2, 𝑥3, 𝑢2)

Пiсля цiєї замiни змiнних система набуває вигляду

𝑧2 = 𝑧3,

𝑧3 = 𝑧4 (2.5)
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Тодi можна виразити старi змiннi через новi таким чином

𝑥2 = 𝑧2,

𝑥3 = 𝑧3 + 4𝑧32 (2.6)

i при цьому 𝑧0 = (1, 1,−3), (𝑧12, 𝑧
1
3) = (0, 0). Шукаємо керування 𝑧4(𝑡), яке

переводить (1,−3) в (0, 0) за час 𝑇 = 1 в силу системи (2.5). Нехай 𝑧4(𝑡)

має вигляд 𝑧4(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡. Знаходимо 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 iз системи (1.10):

𝑎1
2

= 0− (−3)− 𝑎0,

𝑎1
6

= 0− 1− (−3)− 𝑎0
2

Звiдси отримуємо

𝑎0 = 6,

𝑎1 = −6

Пiдставимо в рiвняння 𝑧4(𝑡) i далi знайдемо вигляд рiвнянь для 𝑧2(𝑡) та

𝑧3(𝑡).

𝑧2(𝑡) = 3𝑡2 − 𝑡3 − 3𝑡+ 1,

𝑧3(𝑡) = 6𝑡− 3𝑡2 − 3, (2.7)

𝑧4(𝑡) = 6− 6𝑡

Далi пiдставимо отриманi вирази у (1.10):

𝑥2(𝑡) = 3𝑡2 − 𝑡3 − 3𝑡+ 1,

𝑥3(𝑡) = 6𝑡− 3𝑡2 − 3, (2.8)

(2.9)
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Бачимо, що за час 𝑇 = 1 𝑥2 = 0 𝑥3 = 0. Хочемо, аби 𝑥2 i 𝑥3 далi й зали-

шались нулями. Повертаємось до початкової системи. Покладемо 𝑢2 = 0 i

дiйсно 𝑥2 i 𝑥3 дорiвнюють нулю при 𝑡 > 1. Подивимось на перше рiвняння

вихiдної системи. Отримуємо

𝑥1 = 𝑥1 + 𝑓(𝑡) + 𝑢1,

де 𝑓(𝑡) = −𝑧32(𝑡) + (𝑧3(𝑡) + 4𝑧32(𝑡))
3.

Тут для 𝑡 > 1 маємо 𝑥2 = 0 i 𝑥3 = 0, тобто 𝑓(𝑡) = 0 i

𝑥1 = 𝑥1 + 𝑢1,

Оскiльки обмежень на керування немає, то обираємо керування 𝑢1 таким

чином

𝑢1 = −𝑥1 + 𝑣,

де 𝑣 = ±1. Тобто маємо 2 варiанти керування. Обираємо 𝑣 = −1, аби

потрапити у початок координат.

Тодi отримуємо рiвняння

𝑥1 = −1

Iнтегруючи це рiвняння, отримуємо при 𝑡 > 1:

𝑥1(𝑡) = −𝑡+ 2

При 𝑡 = 2 зможемо потрапити в 0. Врештi-решт, отримуємо рiвняння:

𝑥2(𝑡) = 3𝑡2 − 𝑡3 − 3𝑡+ 1,

𝑥3(𝑡) = 6𝑡− 3𝑡2 − 3
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Рис. 2.1: Графiк компонент траєкторiї 𝑥(𝑡)



Висновки

У цiй роботi було дослiджено задачу побудови керування для нелi-

нiйних систем майже трикутного вигляду, тобто для таких, що допускають

часткову лiнеаризацiю. Було розширено клас майже трикутних систем з

двома керуваннями: тiльки перше рiвняння системи залежить вiд 𝑥1 i до

нього лiнiйно входить керування 𝑢1, решта рiвнянь формуть пiдсистему

трикутного вигляду з керуванням 𝑢2. До нового класу таких систем бу-

ло застосовано вже вiдомий алгоритм побудови керування та знаходження

траєкторiй. Пiдхiд ґрунтується на покроковому переведеннi змiнних, стабi-

лiзацiї частини системи за допомогою полiномiального керування, подаль-

шому утриманнi досягнутого стану та побудовi керування для залишкової

пiдсистеми.

У якостi подальших дослiджень можна видiлити наступнi аспекти. По-

перше, для керування можна вибрати iншi лiнiйно незалежнi функцiї за-

мiсть полiномiв, якi були запропонованi у статтi [6] та використанi у цiй

роботi. По-друге, цiкавою перспективою є встановлення обмежень на керу-

вання 𝑢1 та 𝑢2.
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